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) Természetes szamok négyzetének négyzetgyoke.

Egy pozitiv racionalis szam négyzetgyokének kozelitése

= Valds szémon

Természetes szamok négyzetének négyzetgydke

Emlékezteté ~
Szamhalmazok Példak
N={0,1,23,.... }a természetes szamok halmaza; 7eN,7€Z,7€Q
Z= { ws—3,-2,-1,0,1,2,3, ... }az egész szamok halmaza; —7¢N,~7€Z,-7€Q
a e
Q_{E a,beZ,b¢O} a racionalis szamok halmaza. ;%N ezZ —e@

T — .
TaJ 7 i

N L
e =

Hatvanyokra vonatkozo szamitasi szabalvok L34 _ gl _ g8
Ha a,be@Q", valamint n, p € Z akkor:

3
an’ap:aner (( 1)3] '2:(_1)6:1
5

n 4 n
(a") =a" t:58 =543 =5
y u R
H bﬂ — (a b)ﬁ 2 ;) 3 3 8
a":b" =(a:b) (0,6)°:2 =(0,6:2)" = 0,32 =0,09
Négyzetszamok
Az x € N szamot négyzetszamnak nevezziik, ha létezik 49 négyzetszam, mert 49 = 72
olyan n € N szam, melyre igaz hogy x = n’. 256 négyzetszam, mert 256 = 16>
\. J

Oldjuk meg figyelmesen!

a) Keressiik meg azokat a természetes szamokat, melyeket négyzetre emelve a kovetkezé eredményeket
kapjuk: 16, 49, 225. Talalgatassal kapjuk, hogy: 4> = 16, 7° =49, 15° = 225.

b) Hatarozzuk meg annak a négyzetnek oldalhosszat, melynek teriilete 144 cm?.
T.=1 és T ,=144 c¢m®. Tehat /> =12°, azaz [ =12 cm.

Fedezziik fel, értsiik meg! Példak

V25 =5, mivel 5 € 1 és 25 = 5°

Ertelmerds Legyen x € N, négyzetszam. Az n természetes

szamot az x szam négyzetgydkének nevezziik, ha x = n’. V81 = 9, mivel 9 € N és 81 =9,
fgy irjuk: v/x = n. gy olvassuk: négyzetgyok x egyenlé . J0 =0, mivel 0 e 1 és 0 = 0.
"| Az n természetes szamot az x szam masodrendii gyokének V529 =23, mivel 23 € 17 és 529 =232,

is nevezhetjiik.




r azta muveletetimelynek soran az x € N négyzetszamnak megfeleltetiink egyolyann e N
szamot. melyre'igaz, hogy x = »°, négyzetgydkvonasnak. vagy gyékvondsnak nevezziik.

225=1%°
256 = 16°

ﬂ 289 = |72
324 = 182

\/2—:5 361 =197

400 = 202

néguzetgydke 441 =217

172 =17 20197 = 2019 ; x/57:,/(53)2 _53=125;

| (38:7+98:14)" =38.7+98:14;

,22018 (21009)2 _ 51009, \/ET#: /(22 .3)2 :@:12

Altalaban, egy négyzetgydkvondst tartalmazo kifejezésben elobb
a négyzetgydvondsokat végezziik el, majd az 6sszeadas, kivonas,
szorzas, osztas, hatvanyozds miiveletét.

Mégis, néha a négyzetgySkvondast més algebrai miivelet
elvégzése utan is elvégezhetjiik.

a) V25-V4=5.2=10 ¢s V254 =100 =10, azaz

J25.Ja =254
b J225 :g_ _ 55025 V225 [225

J25 J25 V25
¢) V1600 =v16-100 =16 -100 = 4-10 = 40

1600 V1600 _ 40
49 Jao 7

= Yalds szamok halmaza

Negyzetszamok Négyzetgyokok

V225 =15

V256 =16 négyzetszam
V289 =17 7 om\

J324 =18 sus
V361 =19 négyzetgydke

V400 =20
V441 =21

Kavetkeztetés:
\/;:I’l = x=n2,aholn e N

Tehat v n® =n barmely #n < 17 esetén.

J36 +4100:/25=6+10:5=8

JG4 o425 83452 a9

Igazak az alabbi Osszefiigoések:

&

f \/——F barmely

X,y € N négyzetszamok esetén.

b) ﬁz\/g,yiomirmely X, pe N,
Jr vy

négyzetszam esetén.

T e ;

¢) yx-v=+vx-yv, x,yeN négyzet-
v Jx
|

| ER T

X, 3 € N négyzetszam esetén.

szam és



o \alds szamokshalimara

Q

Feltehetjiik a kérdést, hogy az 6sszeadas ¢s kivonas esetén is igaz-e az eldbbickhez hasonlo Gsszefiigges.

Hasonlitsuk 0ssze az alabbi eredményeket:

JI6+9=y25=5¢s V16 +J9=4+3=7
J169-25 =144 =12 és V169 =25 =13 -5=8

Ji6+49
169 %5

-
)

VI
V169 —25

Kovetkeztetés: jx+ v ¢&s Jx + \/; nem egyenlé barmely pozitiv racionalis szam esetén.

JX—y és Jx - y nem egyenld barmely pozitiv racionalis szam esetén.

F i'“ \-Jegyezdmeg!

. ® / Hauxnégyzetszam. akkor azt az n 2 2 i |
Sy’ o = . . Nx=n < x=n",aholx € N négyzetszam és n € M. |
természetes szamot. melyre igaz = 5
e .y . , |
‘ az x =n Osszefliggés. az x szam Je - Jy=Jx-v; A o ff’v;,ﬁ()’ ahol x, v € N
| négyzetgyokének, vagy az x szam , , NY 2
' masodrendii gyokének nevezziik. — négyzetszamok.

Jelolés: \/; =n.

g
‘..'& é.‘?f- =1
QL’S —

o

n a) Ird le az 6sszes 700-nal nagyobb és 1000-nél
kisebb négyzetszamot!
b) Ird le az dsszes 123 és 321 kozotti négyzet-
szdmot!
E Vizsgald meg, hogy az alabbi szamok koziil
melyik egy termdészetes szam négyzete:
Indokold a valaszt.
a) 64, 100, 140, 333, 1000000
b) 24, 4%+ 9,36 215, 107, 5%, 6* "' n e 1L

Masold le a fiizetbe az alabbi tablazatokat,
majd egészitsd ki az tires cellakat, ahol x
termeészetes szam.

X S S B o T s G S i
a) 3

X

x 9 | 36 |400| O |121] 49
b)

X

)CZ | [

Nn? =n,aholn e 1. é

n Hatarozd meg az alabbi kijelentések logikai értékét!
pria=2;
2% Ji21=11;
J 2% \/a_2 =a, barmely a € N esetén;

pa NI =113

Ps We? =¢, barmely ¢ € Z esetén;

Do J100-5* =10-5%, barmely b € 7 esetén.

Hatarozd meg az n természetes szamot a kovet-
kezd esetekben!

a)n*=8L. by r*=169; ¢) n* = 900; d) n* = 441.
Bizonyitsd be, hogy x négyzetszam ¢s szamitsd
ki \/x értékét!
a)x=19-9+19 - 10;
b)x =21l _ 7.
c)x =200+ 199 - 200;
dx=n+n-(m-1),neN%

— 43443
o o [T

f) x—3n+2_3n+1_2’3n

,neN,
3"



BB T Sodnilla 2L G102, miid /5 kit
b) Szamitsd ki y = 25*— 73, majd [y értéket;
¢) Szamitsdkiz=132+2-13 - 17+ 172,
majd z értékét.

a) Egészitsd ki a hianyzo részeket olyan termé-
szetes szamokkal, melyekre érvényesek az
egyenldségek:

223 =()3 273455 = (L)
2\(]() 284 — ( .)2; 2() . 52 S ()2

b) Szamitsd ki: \/E; \/77; E,aef‘@:

¢) Az a) alpont eredményeit hasznalva szamitsd
kit V2234, 22.3% .56

\/2100 oM. \/26 .52

Adott az 4 = {576, 484, 2025, 1600, 2500,

3600, 1521, 729, 529, 2116} halmaz.

a) Bontsd primtényez6k szorzatara az 4 halmaz
elemeit, majd ird fel ezeket a szamokat szor-
zatok négyzeteként!

b) Az a) alpont eredményeit hasznalva szamitsd
ki az 4 halmaz elemeinek négyzetgyskét!

m frd le mindegyik gyokjel alatti szamot mint egy
természetes szam négyzetét, majd végezd el a
szamitasokat:

a) V1156 +/3249 — /1296
b) /1936 +%\/3844

¢) 154900 - 46656

a) Adott:
A=1+2+..+10+10 " (2°+ 23 ++2%+29,
Bizonyitsd be, hogy 4 négyzetszam és
szamold ki /4 -t.

b) Adott a kévetkezd szam:
B=1+3+5+...+19. Bizonyitsd be, hogy

B négyzetszam és szdmold ki v/B -t.

¢) Adott a kovetkezd szam:
C=14+3+5+...+2n-1),n e N".
Bizonyitsd be, hogy C négyzetszam és sza-

mold ki~/C -t.

Prébalkozassal ellendrizd az alabbi
kijelentéseket:

a)Haa, b e 1", akkor Va° +b> za+b.

b)Haa, b € ', a> b, akkor Va®> —=b> 2a—b.

Racionélis szamok négyzetének négyzetgyke

Emiskeztetd

Az el6z6 leckébdl tudjuk, hogy:

[x-y :\/;\/; \/2_7\6_ y#0 \/;Tz:m Jx=n & x=n’ aholx és v négyzetszamok,
Y Y

L

==,
\

ne M.

=

Az x =0 esetén \/;:\/6:0.

Vizsgaljuk meg, hogy létezik-e Jx, hax pozitiv raciondlis szam. EI6bb azokkal a raciondlis szamokkal foglalko-

zunk, amelyek pozitiv racionalis szamok négyzetei.

Oldjuk meg figyelmesen!

Egy négyzet teriilete 1,69 m’.
Hatarozd meg a négyzet oldalanak
hosszat!

I. megoldas. 7 =P, 7T =1,69 cm® Tehat 2= 1,3%, azaz /=1,3 cm.
IL. megoldds. Gyokvonds segitségével: 7 = P,7_=1,69 cm?

169 13

Tehat 2= 1,69, azaz [ = /1,69 =, |— =E=1,3:>Z=1,3 cm,

100

Masképpen: P = 1,69, tehat / =/1,69 =/1,3° =1,3=7=13cm.

= Valds szamok halmaza



g Il Fedezziik fel, értsiik meg!

é . Erte!me;és Négyzetre emelés

= Az x pozitiv raciondlis szam négyzetgyokének nevezziik azt az a pozitiv racionalis P e &

B szamot, melyre igaz, hogy x = @°. 1,2 1,44

; T r= yr g gy W

° lgy irjuk: Vx =a. . = .
Négyzetgydkvondas

A. Hatarozd meg kétféleképpen a kovetkezd négyzetgyokoket: a =4/1,44 és b=4/0,0025

oo JTaa= [ \/W 1”21’2 2) a=Lad=(L2) =12

100
./_ b =1J0,0025 =/(0,05)" =0,05
b =1J0,0025 _ V2 :izo,os (0.05)
10000 /10000 100

Megjegyzés. Fontos, hogy az eldonydsebb modszert valasszuk.

B. Eszrevehetd, hogy hasonléan lehet négyzetgydkot meghatarozni akkor is, ha a szam végtelen szakaszos
tizedes tort formajaban van megadva.

/17 \F \/— 4,W \/3361 336 \)3025 /E=_l_l
@ 900 36 6

Az x € 0 szam abszolut értéke: Példak A
x, hax=0

| x|=
|-x, hax<0

x=35>0=|x|=x=35 |
x:—4<0:>|x|:—x:—(—4):4 h

y
iam:ll Fedezziik fel, értsiik meg!
: = - == Kovetkeztetés:
Tudjuk, hogy \/nT = n,barmely n € N esetén. Mit jelent
\/_Z_,hax e Q. \/Tz = x, barmely x> 0 esetén;
Néhany példa:
* hax=1,5 akkor \/'xi2 0 e \/2,—25 =1L5=x; \/T_ = = TN T
* ha x = -1,5 akkor —x =—<-1,5) = 1,5, tehat Altalanosan igy irhatjuk:
7 sy T =15 -
e = (=S 20N —d55 == =
(-1.5) g
Alkalmazas
a) Kiszamitjuk a\/? értékét x = 8,9 — 5 : 4 eseten. b) Kiszamitjuk a \/)T2 értékét, ha x=2,7-9:2
El6bb elvégezzik: x= 8,9 — 1,25 =7.65. El6bb elvégezzikk: x=2,7-45==-1.8.
Mivel x > 0, alkalmazzuk a \/xiz = x képletet, és azt Mivel x < 0, alkalmazzuk a \/72 = —x és képletet

kapjuk, hogy Vx = /(7.65) =7,65. Va2 = J(-1.8) =18.

Ha az x raciondlis szamrol nem tudjuk eldonteni, hogy pozi- \/7
tiv vagy negativ, akkor az altalanos képletet hasznaljuk.




o) Hax=2 11,25 04 dickor vx? I &2 -1,2:

Elvégezziik a szikséges miiveleteket:

J?=|x|:|2—, =2-3|=]-1] =1

Alkalmazas

JL44 49 =1,2-3=36 és /1,44-9 =,/12,96 =3,6

L2 o4 MM o6
3 9

=0.4

_Jegyezd meg!

4.

Igazak az alabbi 9sszefliggések:

a) NEE f =./x-y , hax, ykét racionalis szam

négyzete esetén.

X X s S
% = \/: , ha x, y két racionalis szam
y y

négyzete, y £ 0.

D

Ha x egy racionalis szam négyzete, akkor azt az a pozitiv raciondlis szamot, melyre igaz, hogy |
x = a’, az x szam négyzetgyokének vagy az x gyokének nevezziik. igy irjuk Jx=a. |

Barmely olyan x és y szém esetén, mely racionalis szam négyzete, igaz, hogy:

—

\/-f \/Tes\ﬁ \/'_ =10,

—

x/; :\a‘ . barmely a € Q esetén. ﬁ

P

o s

n Hatarozd meg a kovetkezd kijelentések logikai
értékét, majd egészitsd ki a mondatokat, hogy

1—

} Gyakorlatok és feladatok

igazak legyenek:

P N100 =10 P, V400 =-20

1 1 —
9 LI | - /1,96 = 1,4
P 6 6 Py \/7
25 — 9
pS: 7—% p(): 20,2525

p.: 40,09 =-0,3 Dy Jo,omﬁzl_—;
b)

a) A fenti kijelentések koziil az igaz kijelentések
a kovetezok: .

b) A fenti kij elentesek koziil a hamis kijelentések
a kovetezdk: .

Adott az M:{l, 36 4 L

L(7)}

J = lg
25716 16 )

halmaz. Hatarozd meg a

\\l

P= {x | x = \/)‘/, ye M} halmaz elemeit.

B Masold a fiizetbe az alabbi tablazatokat, majd
toltsd ki mindkét tablazat iires cellait tudva,
hogy a egy pozitiv racionalis szam.

a) 2 5 1
a | —| 1 0 1025|1,3)| — 2=
3 4 3
aZ
b) 4
a¢ l 2,25 EQ 0 2l E (0,4)°
9 49 4\
a
Ja*

Szamitsd ki az m és n szamok Osszegét tudva,
hogy:
a) m=1+.0,09 és n=2- g ;

b) m=21 /é és n=0,6—-/6,25.
5 V4

«Valos szamok halmaz
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« Valos szamok-halmaza

= Szérm’tsdki
{\1 169 |
9 'N25'V 4 °

e

,";52": 3

|
@) \ 289

"\ 300

\/ 5“_9
100

¢) J0.81; \J0,16: /1,96 J4,41; J20.25

G VR Rt
d) ~6 ! 2 B 3437 2 2
3 7 N A NT 4

B Masold a fiizetbe az aldbbi tablazatokat, majd
toltsd ki ezek tires cellait tudva, hogy x egész

b)n*=169¢s n>0;
c)n?*=900¢ésn<0.

Adottaz 4={-3,-2.-1.0.1.2}. Hatdrozd meg
a kovetkez6 halmazok elemeit:
Bz{n‘ nle,xe/ll»

J

C:{m‘ m:\/;,neB}

Maisold a fiizetbe az alabbi tablazatokat,

majd toltsd ki ezek Gres cellait tudva, hogy «
racionalis szamot jell. Hasonlitsd 6ssze a b)
alpontnal kapott értékeket a 2. feladatbeliekkel.

szamot jeldl. a) u 1|21 0 | -05]05 | 5 1.5
) x [2]a7] 12 2]17[-12 | 4 4
P ’ : ' &
b)| 2 | 16 49 [ 0 [121] 36 ] . P
i J‘I - L L L o @ | =|225|—]| o |2=[[2]|©ar
‘_\/_—2 N ) ﬁ 9 49 4 |\ 4 04
x _ ', .
a_| | | [ | |
n Hatarozd meg az n egész szam értékeit az a’

alabbi esetekben:
a) n? =81;

Pitagorasz tétele. Barmely derékszogli haromszogben
az atfogd négyzete egyenld a két befogd négyzetének

Osszegével.

Haa,b e O akkor a<b < a’<b*.

* A becslés egy mennyiség kozelité meghatarozasat jelenti,

ha az adatok hianyosak vagy nem pontosak.

Mig a megkozelitésnél ismerjik az eltérés maximalis

Az ABC haromszdgben m (Z) =90°, ¢s
igaz a BC* = AB* + AC" 6sszefiiggés.
Példak
a) A Baneasa-erddben levo fak
mennyiségeét par szazezerre
becstilik.
b) A fovaros lakossagat tobb, mint
kétmilliora becsilik.

mértékét, a becslés esetében nem tudjuk, hogy milyen kozel

vagyunk a pontos értékhez.

| + Ha egy szamitds soran a hasznalt szamok megkdzelitd
akkor a helyes eredmény becslését

értékeit hasznaljuk,
kapjuk meg.

¢) A célig hatralevo tavolsagot 5 km-re
becstilik.

d) Tizesekre, hiannyal valé megkozeli-
tést hasznalva a 16,2 +
+ 32+125,7 szamitas eredménye 160.
A helyes eredmény 173.9.




Feladat Séra: Sziikségiink van kevesebb, mint 309 lejre.

sara és Noémi vasarolni mentek Csilla Noémi: Sziikségiink van t6bb mint 291 lejre.
soveriikkel. Harom, egyenként 32,9 lejes mértani Csilla: En azt mondom, hogy koriilbelil 304 lejre van
“clszerelést, 6t doboz, egyenként 19,29 lejes szitkséglink.

A pénztaros bevezeti a termékek arat, kinyomtatja a
szamlat, és kijelenti: 300,15 lejt kell fizetni.

Hogyan magyarazhato, hogy az 9sszegek nem egyez-
nek meg? Hibazott valaki?

7ictollat valamint tiz, egyenként 10,54 lejes
Tizetet vasaroltak.

1hoz. hogy megértsiik a ndvérek valaszainak logikajat, gondoljuk végig a kivetkezd 1épéseket:
waszamoljuk a fizetni valo dsszeget: S =3-32,9 +5-19,29 + 10-10.5 = 300.13 (l¢j)

Felbecsiiljiik az dsszeget, 0gy, Felbecsiiljiik az dsszeget, ugy, Felbecsiiljiik az dsszeget, 0gy,
hogy az arakat egységekre hogy az arakat egységekre hi hogy az arakat egységekre
'3bblettel kozelitjiik: kozelitjik: kerekitjiik:

2.9=33;19,29=20; 10,5~ 11. 32,9=32:19,29~19; 10,5 = 10. 32,9=33;19,29=19; 10,5 = 11.

"33+5-20+10-11=309 S=3:32+5-19+10-10=291 S=3-33+5-19+10"11=304

"‘-h’gjegyzés: Mindegyik nOvér helyesen becsiilte meg az 6sszeget, csak kiilénbdzé mddon. A helyes

ilasz legkozelebbi becslése az, amelyet a tagok kerekitésével kaptuk meg. Néha elény6s, ha mindegyik
‘zzot hiannyal vagy tobblettel valo kozelitéssel adjuk meg. A becslések nagyon fontosak a hétkéznapi
wwvekenységekkel kapesolatos feladatokban. Ezek segitenek, hogy eldnyds gyakorlati dontéseket hozzunk.

Gyakorlati alkalmazas: D C

Beosztasos vonalzo segitségével szerkeszd meg az ABCD négyzetet,

melynek oldalhossza 1 dm. |

2)  Szerkeszd meg az AC atlojat. | /

i) Ird fel az ABC derékszogli haromszégben Pitagorasz tételét. 4 B

4} Figyelmesen mérd meg az AC szakasz hosszat, + A4C az ABC haromszog atfogdja. 48 = 5C = 1 dm
haszndlva a beosztasos vonalzot. Jegyezd le a tehat BC: = AR + 4( , Waaris AC" =1 +1=2.

mért értéket deciméterben, és hasonlitsd dssze a  «
szomszéd osztalytarsaid értékeivel.

Fedezziik fel, ertsiik meg!

1z AC* = 2 egyenldség azt jelenti, hogy Iétezik egy olyan szam (még nem ismerjiik), melynek négyzete 2. Mivel
2z AC egy szakasz hossza, igy AC > 0. Azt mondjuk, hogy AC = J2.

Merésekbdl megallapithato, hogy a J2 szam értéke 1,4-re becsiilheté.

Felmeriil a kérdés: hany tizedes jegye van még? Meghatarozhat6 az Gsszes?

iz alabbiakban néhany valaszt kaphatunk e kérdésre:

A= S =97
Ha /2 = ¢ akkor ¢* = 2. 14=196  <2<225 =15
, -y , x 1,417 =19881 <2<2,0164 = 1.43:
A g szamot probalgatassal keressiik. 14142 = 1,999396 < 2 < 2.,002225 = | 4

15
A probalgatasok alapjan arra a kovetkeztetésre jutottunk, hogy nem kaptunk elegendd informaciot ahhoz, hogy
meghatdrozzuk a ¢ racionalis szamot, viszont elég kozeli értékeket talaltunk. Azt mondjuk, hogy a 2 szamot
fel tudjuk becsiilni. A fizikdban raciondlis szamok négyzetgyokének meghatarozasara, altalaban szazadokra.
hiannyal val6 kozelitd értékeket hasznalnak.

Példik: 2 ~1,4; 3 ~1,73; /5 ~2,23.

Bdrmely x >0, raciondlis szdm esetén létezik a \/x e, T .
négyzetgyoke.

|

o Valds szamok halmaz
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